
Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå �7

Ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â SciLab

Èññëåäîâàíèå ïîëÿ íàïðÿæåíèé êðàåâîé äèñëîêàöèè

Âàðèàíòû çàäàíèé: âàø ïîðÿäêîâûé íîìåð â æóðíàëå.
Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâèòü â îò÷åòå. Îáÿçàòåëüíî íàëè÷èå ïðîãðàììíîãî

êîäà è ãðàôèêîâ.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåíî ïîëå íàïðÿæåíèé âîêðóã êðàåâîé
äèñëîêàöèè. Ïðÿìàÿ êðàåâàÿ äèñëîêàöèÿ ñîçäàåò ïëîñêîå äåôîðìèðî-
âàííîå ñîñòîÿíèå (ïëîñêóþ äåôîðìàöèþ), îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè uz=0,
∂ui
∂z
=0 (ñì. ðèñ. 1). Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè íàïðÿæå-

íèé Ýðè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä

(
∂2

∂r2
+

1

r
· ∂
∂r

+
1

r2
· ∂

2

∂θ2
)2ψ = 0. (1)

Ðèñ. 1: (à) Êðàåâàÿ äèñëîêàöèÿ. Ïîêàçàíû ñìåùåíèÿ ïðè ïëîñêîé äåôîð-
ìàöèè. (á) Ìîäåëü êðàåâîé äèñëîêàöèè â ïðîñòîì êóáè÷åñêîì êðèñòàëëå.

Êîðîòêî ðàññìîòðèì ïîëó÷åíèå îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 1, à çà-
òåì ïðèìåíèì ýòî ðåøåíèå ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ êðàåâîé äèñëîêàöèè â
áåñêîíå÷íîì òâåðäîì òåëå.
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Äëÿ ôóíêöèè
ϕ = (σxx + σyy) = ∇2ψ (2)

óðàâíåíèå 1 ïðèíèìàåò ôîðìó óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

∇2ψ = (
∂2

∂r2
+

1

r
· ∂
∂r

+
1

r2
· ∂

2

∂θ2
)ϕ = 0. (3)

Ïåðåìåííûå â ýòîì ãàðìîíè÷åñêîì óðàâíåíèè ðàçäåëÿþòñÿ, ïîýòîìó
ðåøåíèå èìååò âèä

ϕ =
∑
n

Rn(r)ϕn(θ), (4)

â êàæäîì ñëàãàåìîì êîòîðîãî ïåðåìåííûå ðàçäåëåíû. Ñ ó÷åòîì òðåáî-
âàíèÿ, ÷òî ýòî ðåøåíèå äîëæíî áûòü îäíîçíà÷íûì â ïëîñêîñòè ñêîëü-
æåíèÿ, âûðàæåíèå 4 ïðèíèìàåò ôîðìó

ϕ = (α0+β0 ln r)+
∞∑
n=1

(αnr
n+βnr

−n) sinnθ+
∞∑
n=1

(γnr
n+ δnr

−n) cosnθ. (5)

Íà îñíîâå êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðèñ. 1 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ ϕ = σxx+σyy äîëæíà èìåòü ìàêñèìóì ïðè θ = −π/2 è ìèíèìóì ïðè
θ = π/2 è ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì r âåëè÷èíà åå äîëæíà óáûâàòü. Ïðîñòåé-
øèé ÷ëåí èç 5, âåäóùèé ñåáÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, âûãëÿäèò òàê:

ϕcr = β1r
−1 sin θ. (6)

Ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî - åäèíñòâåííîå ñëà-
ãàåìîå, õàðàêòåðèçóþùåå ïîëå äàëüíîäåéñòâèÿ äèñëîêàöèè.

Ñëàãàåìûå òèïà rn ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì óñëîâèÿì íàëîæåíèÿ
ïîâåðõíîñòíûõ ñèë èçâíå. Ëîãàðèôìè÷åñêèé ÷ëåí ó÷èòûâàåò ïîñòîÿí-
íîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïîëóáåñêîíå÷íîãî
òåëà è íå èìååò îòíîøåíèÿ ê äèñëîêàöèîííîé çàäà÷å. ×ëåíû âèäà r−n

ïðè n ≥2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ëèíåéíûì îñîáåííîñòÿì íåäèñëîêà-
öèîííîé ïðèðîäû.

Ìîæíî, íàïðèìåð, ïîêàçàòü, ÷òî ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå r−2, îïèñûâà-
þò ëèíåéíûé èñòî÷íèê ðàñøèðåíèÿ. Âåùåñòâî â ÿäðå äèñëîêàöèè ìîæåò
ñòðåìèòüñÿ ê ðàñøèðåíèþ â ðåçóëüòàòå àíãàðìîíèçìà è îñîáåííîñòåé
ñòðóêòóðû, êîòîðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â ÿäðå.
Ïîýòîìó âîçìîæíû ÷ëåíû âèäà r−n, n ≥2. Íî ýòè ÷ëåíû îïðåäåëÿþòñÿ
ñâîéñòâàìè ÿäðà è áëèçëåæàùåé îáëàñòè è íå âëèÿþò íà îáùèå õàðàê-
òåðèñòèêè äèñëîêàöèè. Âêëàä èõ áûñòðî óáûâàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò
äèñëîêàöèè è íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ÿäðà îñíîâíîé âêëàä âíîñèò
ñëàãàåìîå òèïà 6.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå íàïðÿæåíèé, õàðàêòåðíîå äëÿ êðàåâîé äèñëîêà-
öèè äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ èç óðàâíåíèÿ

(
∂2

∂r2
+

1

r
· ∂
∂r

+
1

r2
· ∂

2

∂θ2
)ψ = β1r

−1 sin θ. (7)

×àñòíûì ðåøåíèåì åãî ÿâëÿåòñÿ

ψcr =
β1
2
r sin θ ln r. (8)

Ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî ïðè ñâåäåíèè âûðàæåíèÿ 5 ê 6, òåì ñàìûì âðåìåííî èñêëþ÷èâ
÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ ÿäðîì.

Êðàåâóþ äèñëîêàöèþ ñ âåêòîðîì Áþðãåðñà b ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ðåçóëüòàò ââåäåíèÿ â ìàòåðèàë ïîëóáåñêîíå÷íîé ïëàñòèíû òîëùèíîé b,
êàê ýòî áûëî ñäåëàíî íà ðèñ. 2. Ïîýòîìó âåëè÷èíà b äîëæíà áûòü ðàâíà
ðàçíîñòè îáùåé óïðóãîé äåôîðìàöèè âûøå è íèæå ðàçðåçà, ñäåëàííîãî
ïî ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ (ñì. ðèñ. 2 ä):

b = −
∫ ∞
−∞

[εxx(x, η)− εxx(x,−η)]dx; η → 0, η > 0. (9)

Ðèñ. 2: Îïåðàöèè ñ èäåàëüíûì êóáîì (à), îáðàçóþùèå äèñëîêàöèè è ñòó-
ïåíè ñêîëüæåíèÿ ñäâèãîì (á - ã) è ðàñòÿæåíèåì (ä-å).
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Ïîëó÷àÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ ψcr íàïðÿæåíèÿ ïî óðàâíåíèþ

σ11 =
∂2ψ
∂x22

or σrr =
1
r
∂ψ
∂r

+ 1
r2
∂2ψ
∂r2

;

σ22 =
∂2ψ
∂x21

or σθθ =
∂2ψ
∂r2

;

σ12 = − ∂2ψ
∂x1∂x2

or σrθ = − ∂
∂r

∂ψ
r∂θ

;


è çàòåì ïîäñòàâëÿÿ èõ â óðàâíåíèå

ε11 =
1
E
[σ11 − ν(σ22 + σ33)];

ε22 =
1
E
[σ22 − ν(σ11 + σ33)];

ε33 =
1
E
[σ33 − ν(σ11 + σ22)];

ε23 =
1
2G
σ23;

ε31 =
1
2G
σ31;

ε12 =
1
2G
σ12.


ãäå E - ìîäóëü Þíãà, îïðåäåëÿåì εxx, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîä-
ñòàâëÿåì â óðàâíåíèå 9. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

b =
−2π(1− ν)

G
· β1
2
; β1 =

−bG
π(1− ν)

, (10)

ãäå G - ìîäóëü ñäâèãà, ν - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.
Ýòè âûðàæåíèÿ íå çàâèñÿò îò η â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì âûáîðà

êîíòóðà Áþðãåðñà.
Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé 10 ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé 8 ïðèíèìàåò âèä

ψcr = −
Gby

4π(1− ν)
ln(x2 + y2). (11)

Äèôôåðåíöèðîâàíèåì ψcr ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì íàïðÿæå-
íèÿ:
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σxx = − Gb
2π(1−ν) ·

y(3x2+y2)
(x2+y2)2

;

σyy =
Gb

2π(1−ν) ·
y(x2−y2)
(x2+y2)2

;

σxy =
Gb

2π(1−ν) ·
x(x2−y2)
(x2+y2)2

;

σzz = ν(σxx + σyy) = − Gbν
π(1−ν) ·

y
x2+y2

;

σxz = σyz = 0.


îïèðàÿñü íà ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé íàõîäèì ñìåùåíèÿ
â âèäå

ux =
b

2π
[− arctan

y

x
+

xy

2(1− ν)(x2 + y2)
] + C. (12)

Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ux=0 ïðè y=0,
÷òî äàåò C = b/4, òàê ÷òî

ux =
b

2π
[arctan

y

x
+

xy

2(1− ν)(x2 + y2)
]. (13)

è àíàëîãè÷íî

uy = −
b

2π
[
1− 2ν

4(1− ν)
ln(x2 + y2) +

x2 − y2

4(1− ν)(x2 + y2)
]. (14)

Â ôîðìóëó äëÿ uy âõîäèò ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ C = b/4π(1−ν),
ââåäåííàÿ ñ öåëüþ ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ñèììåòðè÷íîå ïî x è y. Çàìåòü-
òå, ÷òî uy ñîäåðæèò ëîãàðèôìè÷åñêèé ÷ëåí, ðàñõîäÿùèéñÿ ïî r. Ýòó
ðàñõîäèìîñòü ôèçè÷åñêè ìîæíî îáúÿñíèòü èçãèáîì ïëîñêîñòåé ðåøåò-
êè âîêðóã îñè z, âûçâàííûì ââåäåíèåì ëèøíåé ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðàÿ
îáðàçóåò äèñëîêàöèþ.

Ïðèìåð.

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû èñïîëüçîâàííûå äàííûå. Íåîáõîäèìî ïî ïðè-
âåäåííûì ôîðìóëàì ðàñ÷èòàòü äåéñòâóþùèå âîêðóã äèñëîêàöèè íàïðÿ-
æåíèÿ σxx, σxy, σyy è σzz ïðè x=[-20:0.1:20] è y=[-10:0.1:10].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññ÷èòàåì íàïðÿæåíèå σyy è ïîñòðîèì ðàñïðå-
äåëåíèå íàïðÿæåíèé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Ïðîàíàëèçèðóåì ãðàôèê:
âèäíî, ÷òî âîêðóã äèñëîêàöèè åñòü îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöà-
òåëüíûõ íàïðÿæåíèé.

Â îò÷åòå äîëæíî áûòü ïðåäñòàâëåíî 4 ãðàôèêà, äåìîíñòðèðóþùèõ
ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, ñîçäàâàåìûõ äèñëîêàöèåé, â îáëàñòè x=[-
20:0.1:20] è y=[-10:0.1:10] ïðè ν=0.35.
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Òàáëèöà 1: Èñïîëüçîâàííûå ïåðåìåííûå.

Ïàðàìåòð Âåëè÷èíà
Âåêòîð Áþðãåðñà, b, íì 0.286
Ìîäóëü ñäâèãà, G, ÃÏà 25.4

Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, ν 0.35

Ðèñ. 3: Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ.

Ëèòåðàòóðà

Òåêñò âçÿò èç
Äæ. Õèðò, È. Ëîòå. Òåîðèÿ äèñëîêàöèé. Àòîìèçäàò, 1972, ñòð. 600.
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Òàáëèöà 2: Âàðèàíòû ê çàäàíèþ.

Âàðèàíò b, íì G, ÃÏà
1 0.3 20
2 0.35 24.5
3 0.28 22
4 0.31 31
5 0.315 33.5
6 0.286 22.7
7 0.231 22.1
8 0.265 30.1
9 0.3 23
10 0.313 27.5
11 0.216 31.1
12 0.27 33.7
13 0.283 28
14 0.317 29.5
15 0.214 34
16 0.21 20.5
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